Fracoes, fatores, divisores e simplificacao

PECEP « Matematica » Ciclo basico

Esta apostila foi pensada para as aulas iniciais do ciclo basico. A ideia néo é s6 decorar regras, mas entender
como os numeros sdo montados, como as fracdes representam divisdes e por que certas simplificagdes
funcionam. Ao longo do curso, fracdes vao aparecer em muitos contextos: expressdes algébricas, equagdes,
razdo, proporcdo, porcentagem, geometria e problemas de vestibular. Por isso, vale a pena construir uma
base firme.

Objetivos desta sequéncia

Ao final desta sequéncia, o aluno devera ser capaz de:

« reconhecer fatores e divisores de nimeros inteiros simples;
+ decompor numeros em fatores primos;

« entender fracdo como uma forma de escrever uma divisio;
« identificar numerador e denominador;

« compreender o que sdo fracdes equivalentes;

« somar e multiplicar fracdes simples;

» ampliar e simplificar fragoes;

« justificar a simplificacdo encontrando um divisor comum.

Parte 1 — Desmontando niimeros: fatores e divisores

1.1 Numeros podem ser escritos de muitas formas
O namero 12 pode ser escrito de varias maneiras:

12=1x12=2x6=3x4

Essas escritas mostram que 12 pode ser montado por multiplica¢des diferentes. Quando escrevemos um
nimero como produto de outros nimeros, estamos olhando para como ele foi construido.

Chamamos de fatores os niimeros que aparecem nessas multiplicacdes.

Por exemplo:
« em 12 = 3 x 4, os numeros 3 e 4 sio fatores de 12;
« em 18 =2 x 9, os niimeros 2 e 9 sio fatores de 18.

1.2 Divisores e multiplicacdes que formam o nimero
Um namero é divisor de outro quando o divide sem deixar resto.

Exemplos:

« 2 é divisor de 12, porque 12 <+ 2 = 6;

+ 3 édivisor de 12, porque 12 = 3 = 4;

+ 5ndo é divisor de 12, porque 12 =+ 5 ndo ¢ inteiro.

Os divisores de 12 sdo:
1,2,3,4,6,12
Os divisores de 18 sdo:

1,2,3,6,9,18

Ligacio importante



As multiplicacoes que formam um nimero ajudam a encontrar seus divisores.
Se 12 = 3 x 4, entdo 3 e 4 sdo fatores de 12 e também divisores de 12.
Por isso, das multiplicacdes 1 x 12,2 x 6 e 3 X 4 obtemos os divisores de 12:

1,2,3,4,6,12

Cheque rapido

« Dos nimeros 2, 3, 4, 6 e 9, quais sdo divisores de 18?
+ Quais multiplica¢des formam 20?
« A partir delas, quais sdo os divisores de 20?

Antes dos niimeros primos

Compare estes casos:

« divisores de 12: 1, 2, 3,4,6,12
« divisores de 18: 1,2, 3,6,9, 18
« divisores de 11: 1,11

« divisores de 1: 1

O 11 tem exatamente dois divisores positivos: 1 e ele mesmo. Ja o 1 tem apenas um divisor positivo. Isso

prepara a proxima ideia.

1.3 Numeros primos
Chamamos de nimero primo o nimero natural maior que 1 que possui exatamente dois divisores positivos:

1 e ele mesmo.
Atencdo: 1 néo é primo, porque tem apenas um divisor positivo.
Exemplos de nimeros primos:

2,3,5,7,11,13,17,19

Exemplos de nimeros que néo sdo primos:
« 4, pois tem divisores 1, 2 e 4;

« 6, pois tem divisores 1, 2, 3 e 6;

+ 9, pois tem divisores 1, 3 e 9.

Cheque rapido

 Quais dos nimeros 1, 2, 9 e 11 sdo primos?
+ Por que o 1 fica de fora?

1.4 Decomp0s1§ao em fatores prlmos
Os nimeros primos aparecem como as ' pecas finais” de uma fatoracéo.

Por exemplo, podemos desmontar 24 aos poucos:

24=4%x6=2x2x6=2x2x2x3
Paramos no 2 e no 3 porque eles ja ndo podem ser decompostos em fatores naturais além de 1 e deles mesmos.
E por isso que todo nimero natural maior que 1 pode ser escrito como produto de nimeros primos.

Outros exemplos:



12=2x6=2x2x3

18=2x9=2x3x3
20=2x10=2%x2x%x5
30=2x%x15=2%x3x%x5

Podemos fazer essa decomposi¢ao por arvore de fatores ou por divisdes sucessivas.

1.5 Divisores comuns
Se um mesmo numero divide dois nimeros, ele é um divisor comum desses dois nimeros. Mais adiante,

vamos usar essa ideia para simplificar fragdes.

Exemplo:
12=2x2x3
18=2x3x3

Na fatoracdo aparecem um 2 e um 3 em comum. Multiplicando esses fatores, obtemos 6. Assim, 6 é um divisor
comum de 12 e 18.

Além disso, 1, 2 e 3 também sio divisores comuns de 12 e 18.
Outro exemplo:
15=3x5
25=5x5

Aqui, 5 é um divisor comum de 15 e 25. O numero 1 também é divisor comum, mas em geral estamos mais

interessados em divisores comuns maiores que 1.

Cheque rapido

« Na fatoracéo, quais fatores aparecem em comum em 12 e 18?
+ Quais divisores comuns 12 e 18 tém?
« E quais divisores comuns 15 e 25 tém?

Preparacio para a proxima parte
Quando uma fragdo puder ser simplificada, isso vai acontecer porque o numerador e o denominador

terdo um divisor comum maior que 1. A fatoragio ajuda a enxergar esse divisor.

1.6 Exemplos resolvidos
Exemplo 1. Liste os divisores de 16 usando as multiplica¢des que formam 16.

Como 16 =1 x 16 =2 x 8 = 4 x 4, as multiplica¢des que formam 16 sdo 1 x 16, 2 x 8 e 4 x 4. Logo, os
divisores de 16 sdo:

1,2,4,8,16
Exemplo 2. Fatore 24 em nimeros primos.
24=2x12=2x2x6=2x2x2x3
Exemplo 3. Encontre um divisor comum de 18 e 24 usando a fatoragéo.
18=2x3x3
24 =2x%x2x%x2x3

Na fatoragdo aparece um 2 e um 3 em comum. Multiplicando, obtemos um divisor comum:



2x3=6
1.7 Exercicios da Parte 1
1. Escreva duas multiplica¢des que formam cada nimero:
e 12
« 20
. 28
« 30

2. Liste todos os divisores de:
« 10
e« 15
« 24
« 36

3. Diga se o numero é primo ou nao:
.1
. 2
+ 9
- 11
. 21
. 29

4. Fatore em numeros primos:
o 12
. 18
. 27
. 40
. 45
+ 50

5. Encontre um divisor comum maior que 1 entre os pares:
« 12e18
+ 20e30
« 14e21
e 24e36

6. Escreva as multiplica¢bes que formam 18 e, a partir delas, liste todos os divisores de 18.



Parte 2 — Fracao como divisao, equivaléncia e operacoes

2.1 Fracao é uma forma de escrever divisao
Uma fragéo é outra maneira de escrever uma divisao.

a
—=a-=b
;=0

Também podemos ler ¢ como “a dividido por b”.

Quando escrevemos 7:

e a é o numerador;

+ b é o denominador.

Exemplos:
L_ 1+2
5 =1
3
-=3+4
4
7
-=7+3
3

O denominador nio pode ser zero, pois ndo existe divisdo por zero.

2.2 Num%rador e denominador
Na fracio ::

« 0 numerador é 3;

« 0 denominador é 5.

Interpretacéo simples: o denominador indica em quantas partes iguais o todo foi dividido, e o numerador
indica quantas dessas partes estamos considerando.

Exemplo: se uma pizza foi dividida em 5 partes iguais e pegamos 3 partes, isso pode ser representado por:
3
5

2.3 Fracdes representam nimeros

E importante entender que fragdo nio é s6 “um desenho de pizza”. Fragdo também pode aparecer como valor
em dinheiro.

Se tomarmos 1 real como referéncia, podemos pensar assim:

. % de 1 real = 50 centavos = 0,50 real
. }1 de 1 real = 25 centavos = 0,25 real
%0 de 1 real = 10 centavos = 0,10 real

% de 1 real = 5 centavos = 0,05 real

L
100

I S

de 1 real = 1 centavo = 0,01 real
Isso ajuda a ver que fra¢des representam quantidades e podem ser escritas também na forma decimal.
Também podemos ter fragdes iguais a 1 ou maiores que 1:

1. % de 1 real = 1 real
2. % de 1 real = 2 reais
3. % de 1 real = 1 real e 50 centavos = 1,50 real

Isso mostra que fragdo néo é s6 “um pedago”: fra¢io é um nimero, e esse numero pode ser menor que 1, igual
a 1 ou maior que 1.



2.4 Fracdes equivalentes
Fragbes equivalentes sdo fracdes diferentes que representam o mesmo numero.

Exemplo:

2
Essas fracOes tém escritas diferentes, mas o valor é o mesmo.

Uma maneira de visualizar isso é pensar na mesma pizza:
+ se a pizza for dividida em 2 partes iguais, pegar 1 parte da %;
+ se a mesma pizza for dividida em 4 partes iguais, pegar 2 partes da 7.

A quantidade de pizza é a mesma. Mudou apenas a forma de dividir o todo.

Cheque rapido

Complete mentalmente:

[SYININIE
O]~

2.5 A ideia central das fracdes equivalentes
Uma regra muito importante é esta: se multiplicarmos o numerador e o denominador de uma fragao pelo

mesmo numero diferente de zero, o valor da fracdo ndo muda.

Por exemplo:

Pensando na mesma pizza, metade da pizza, dois quartos da pizza e trés sextos da pizza representam a mesma
quantidade.

Outros exemplos:

Escrita geral (opcional)

Em geral:
a axk
7= b xk b#0,k+#0

2.6 Ampliaciao de fracoes
Quando multiplicamos numerador e denominador pelo mesmo numero, dizemos que estamos ampliando a

fracdo.

Exemplos:



5 10

7T 14

Ampliar ndo muda o valor; apenas muda a escrita.

2.7 Soma e multiplicacao de fracoes
Duas operagdes aparecem o tempo todo quando trabalhamos com fragdes: soma e multiplicacao.

Na soma, se os denominadores ja sdo iguais, somamos os numeradores e mantemos o denominador:

1
4 4 4
Se os denominadores sdo diferentes, primeiro escrevemos fragdes equivalentes com o mesmo denominador:

3

+i=2y
1=

1
4 4 4

N | =

Pensando em dinheiro, isso significa:

% de real + }1 de real = % de real, isto é, 75 centavos.

Na multiplicacdo, multiplicamos numeradores entre si e denominadores entre si:
1 3 3
— X — = —
2 4 8

Outro exemplo:

Atencao

« Na soma, ndo somamos numerador com denominador.
+ Quando os denominadores sdo diferentes, primeiro procuramos fragdes equivalentes.
+ Depois de multiplicar, vale a pena simplificar se for possivel.

2.8 Exemplos resolvidos s

Exemplo 1. Escreva duas fracdes equivalentes a .

Podemos multiplicar numerador e denominador por 2 e por 3:

3 6 9
48 12
Exemplo 2. Mostre que % e % sdo equivalentes.
Como:
2 2x3 6
5 5x3 15
as duas fracdes sdo equivalentes.
Exemplo 3. % é equivalente a %?
Sim, porque:
1 1x4 4
2 2x4 8

2.9 Exercicios da Parte 2
1. Em cada fracgdo, indique numerador e denominador:



O IR =
Sl

. Escreva cada fracdo como divisdo:

L]
= N|~J00| Ut
w|z

. Escreva duas fra¢des equivalentes a:

o

. 1
3
. 2
5
. 3
4
. 3
6
iga se os pares sdo equivalentes:
1,2
3od
1%
71
. Complete:
1 ?
278
2 _ %
37 12
.3 =12
5 7
. 121
9 ?

. Explique com suas palavras o que sdo fracdes equivalentes.

. Calcule:

_l’_

WIN NN | i —=
X X 4+
[S{[SFNUN NN



Parte 3 — Simplificacao de fracoes

3.1 O que é simplificar uma fracao?
Simplificar uma fracéo é escrevé-la de uma forma equivalente com nimeros menores, sem mudar seu valor.

Exemplo:

6 3
8 4
As duas fragdes representam o mesmo nimero, mas % esta na forma mais simples.

3.2 A ideia central da simplificacao
A ideia ¢é simples: simplificar é fazer o movimento contrario da ampliacéo.

Se o numerador e o denominador tém um divisor comum maior que 1, podemos dividir os dois por esse
namero sem mudar o valor da fracéo.

Por exemplo:

8 8+4 2
12 12+4 3
Outro exemplo:
10 10+5 2
15 15+5 3
Escrita geral (opcional)
Se k divide o numerador e o denominador, entio:
a a+k
b b=k
Cheque rapido
Simplifique mentalmente:
2
‘1
. 3
6
« B
10
3.3 Simplificacao usando divisores comuns
Exemplo 1:
10
15
10 e 15 sdo divisiveis por 5. Entdo:
10 10+5 2
15 15+5 3
Exemplo 2:
8
12

8 e 12 sdo divisiveis por 4. Entéo:



8 8+4 2
12 12+4 3
3.4 Simplificacao usando fatoracao
A fatoracédo ajuda a enxergar um divisor comum.
Exemplo:
12
18
Fatorando:
12=2x2x3
18=2x3x3

Na fatoragdo aparece um 2 e um 3 em comum. Multiplicando, obtemos 6, que é um divisor comum. Ent&o:

12 12+6 2
18 18+-6 3

Outro exemplo:

15
25

Como:
15=3x5
25 =5x%x5
Ha um 5 em comum. Entdo podemos dividir numerador e denominador por 5:

15 3
25 5

3.5 Forma irredutivel

Uma fragéo esta na forma irredutivel quando numerador e denominador no tém divisor comum maior

que 1.
Em outras palavras: ja ndo da para simplificar mais.

Exemplos:

2 s ’ f . d ’ 1
* 3Ja esta na forma irredutivel;
. % ja esta na forma irredutivel;

. % ndo esta, pois 6 e 8 tém divisor comum 2.

3.6 Cuidado com um erro comum
N&o podemos “cortar pedacos” dos nimeros de qualquer jeito.

Por exemplo, seria errado pensar assim:
16
26 2
/4 “« » ~ ’ 71
s6 porque “cortamos o 6”. Isso ndo é uma regra valida.
Neste caso, 16 e 26 ndo tém divisor comum maior que 1. Entdo ndo podemos simplificar a fracio desse jeito.

16 1

26 ° 2
O que vale sempre ¢ dividir o numerador e o denominador pelo mesmo divisor comum.

Por exemplo, aqui sim podemos simplificar:



16 168 2
24 24+8 3
3.7 Exemplos resolvidos
Exemplo 1. Simplifique %.
14 e 21 tém divisor comum 7. Logo:
14 14-7 2
21 21+7 3
Exemplo 2. Simplifique %.
Fatorando:
18=2x3x3

24=2x2x2x3
Na fatora¢do aparece um 2 e um 3 em comum. Multiplicando, obtemos 6, que é um divisor comum:
18 18+6 3

24 24+6 4

Exemplo 3. Simplifique %.
20 e 30 sdo divisiveis por 10:

20
30

3.8 Exercicios da Parte 3
1. Simplifique as fragdes:

SEOSEERES

2. Simplifique as fracoes:
12

O NINWINI N[ == ==

3. Use fatoracao para simplificar:

4. Diga quais ja estdo na forma irredutivel:

al:l\v—;l@\llmmlﬁwlw



- 12 2 -
5. Explique por que {f e 5 representam o mesmo nimero.

6. Um aluno disse: “para simplificar uma fracao, basta apagar um nimero de cima e um de baixo”. Explique
por que essa ideia esta errada.



Revisao geral

4.1 Resumo das ideias principais

1.

XX NN

—
e

11.

Numeros podem ser escritos de formas diferentes, e essas escritas mostram sua estrutura.

Fatores aparecem em multiplica¢des; divisores dividem sem deixar resto.

Todo ntimero natural maior que 1 pode ser decomposto em fatores primos.

Uma fracdo é uma forma de escrever uma divisio.

O numero de cima é o numerador; o de baixo é o denominador.

Fracdes equivalentes sdo fracdes diferentes que tém o mesmo valor.

Ampliar uma fracdo é multiplicar numerador e denominador pelo mesmo nimero sem mudar o valor.
Dividir numerador e denominador pelo mesmo divisor comum também nao muda o valor da fragéo.
Simplificar é escrever a mesma fracdo de forma mais simples.

Para somar fracdes com denominadores diferentes, podemos antes escrever fra¢des equivalentes com o
mesmo denominador.

Na multiplicacdo de fracdes, multiplicamos numeradores entre si e denominadores entre si.

4.2 Lista mista

1.

A R AN A ol S

—_
e

11.

Liste os divisores de 20.
Fatore 36 em nimeros primos.

Escreva trés fragdes equivalentes a %.

16
24"
28
42-
3.9

Diga se £ e 7% sdo equivalentes.

Em %, qual é o numerador? E o denominador?

Simplifique
Simplifique

Explique a ligagio entre divisor comum e simplificagdo de fragdes.

Um aluno escreveu: % = %. Como vocé explicaria que isso esta errado?
Calcule:
1,1
30
*3%3

Escreva, em um pequeno paragrafo, o que vocé aprendeu sobre fragdes equivalentes.



Gabarito

Parte 1
1. Exemplos de multiplicacdes que formam cada nimero:

e 12:1x12e2x%x6
e 20:1x20e2x10
e 28:1x28e2x 14
«30:1x30e3x10

2. « divisores de 10: 1,2,5,10
« divisores de 15: 1, 3,5, 15
o divisores de 24: 1,2, 3,4,6,8,12,24
« divisores de 36:1,2,3,4,6,9,12,18, 36

3. « 1:ndo primo
« 2: primo
« 9:ndo primo
« 11: primo
« 21: ndo primo
« 29: primo

4.+ 12=2x2x3
e 18=2x%x3x%x3
e 27=3x%x3x3
e 40=2%x2x%x2x%x5
e 45=3x3x%x5
«+50=2x5x%x5

5. Exemplos de divisores comuns:
« 12e18:6
« 20e30:10
e 14e21:7
e 24e36:12

6. Resposta pessoal.
Parte 2
1. « =:numerador 1, denominador 2

: numerador 3, denominador 7

: numerador 9, denominador 4

RO ~wN—

)

: numerador 12, denominador 5

2. .

|
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3. Respostas possiveis:

.1l _2_3
376 9
e 2_4 _ 6
5 — 10 — 15
.3 _6_ 9
4~ 38 12
. 5 _10 _ 15
6 12 — 18
4. « sim
e sim
¢ Nao

e sim



1_ 4
5.+ 5=3
. 2_38
37 12
. 312
5~ 20
o 721
9~ 27
6. Resposta pessoal.
1,2_3
Tl
M
3178
*3X§5=5
Parte 3
1.« 2 -1
172
.31
6 2
. A2
10 5
.62
% %
‘1273
L10_1
20 — 2
12 _ 3
2. o 1_6 1
. 15 _5
18~ 6
. 18 _3
24~ 4
. 202
30 3
.21 3
28 ~ 4
P 24 _2
36 3
12 _ 2
3. . 1_8 §
. 18 2
27 73
.24 _ 4
30 5
. 45 _ 3
60 — 1
2. o
4. 3. sim
* & ndo
. %: sim
9.
. %%.nao
*+ 13:sim
5. Resposta pessoal.
6. Resposta pessoal.
Lista mista
1. 1,2,4,5,10,20
2.36=2x2x3x3
.2 3 4
3. Exemplos: 2 19 16
4, 16 _ 2
% _3
6. Sim
7. Numerador 11; denominador 8
8. Resposta pessoal.
9. Resposta pessoal.
1,1_3
R
*3X573%
11. Resposta pessoal.
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