Sistemas lineares

Quando uma equacao ndo basta

PECEP . Matematica « Ciclo basico

Nesta apostila, vamos comegar com um problema concreto que se resolve com uma equagao. Depois, vamos
praticar e ver o que acontece quando o problema envolve duas quantidades desconhecidas — e por que, nesse
caso, precisamos de mais informagéo.

Objetivos desta sequéncia

Ao final desta sequéncia, o aluno devera ser capaz de:

» resolver equagdes do 1° grau com uma incognita;

« entender por que uma equagao com duas incégnitas ndo determina uma solucéo unica;
« montar um sistema de duas equagdes a partir de um problema;

« resolver sistemas pelo método da substituicéo;

« resolver sistemas pelo método da adicéo;

« classificar um sistema como determinado, indeterminado ou impossivel;

« interpretar problemas em contexto e traduzi-los em sistemas.

Parte 1 — Do mercado a equacao

1.1 Um problema concreto
Jodo foi ao mercado e comprou mussarela. O quilo custa R$8 e a sacola custou R$2. No caixa, ele pagou R$34.

Quantos quilos Jodo levou?

Se z é a quantidade de quilos:

8r+2=34
8 = 32
r=4

Conferindo: 8 x 4 + 2 = 34. Bateu. Jodo comprou 4 quilos.

Para resolver, montamos uma equacéo do 1° grau e isolamos a incognita. Essa mesma ideia resolve muitos
problemas — desde que haja apenas uma quantidade desconhecida.

1.2 Praticando
Mais dois exemplos rapidos.

2z + 3 =11,logo 2z = 8 e x = 4. Conferindo: 2 x 4 + 3 = 11. v
Com distributiva: 3(z — 2) = 12, logo 3z — 6 = 12, 3z = 18 e z = 6. Conferindo: 3(6 — 2) = 12. Vv

Tente agora

Resolva no caderno:
l.x+5=12
.26—3=7T7

. bhr—T7=18
3(x—2)=12
2(x+1)—3=7
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6. 4(x —1)+ 2z =20

1.3 E se tiver duas letras?
Agora considere:

2z + 3y =21
Tente resolver. O que acontece?
Se x = 0: 3y = 21, logo y = 7. Funciona.
Sex =3: 6+ 3y = 21, logo y = 5. Também funciona.
Sex =6: 124 3y = 21, logo y = 3. Também funciona.
Cada valor de z da um y diferente. Com uma equacéo e duas incognitas, existem infinitas respostas possiveis.

Nao da para determinar uma solu¢éo unica.

Ideia central

Uma equacdo com duas incognitas ndo determina uma solucdo unica. Para fechar a resposta, precisamos
de mais informacao.



Parte 2 — Duas incognitas, duas equacdes

2.1 Voltando ao mercado
No dia seguinte, Jodo voltou ao mercado. Dessa vez comprou mussarela e presunto. O quilo da mussarela

custa R$8 e o do presunto custa R$6. Ele levou 5 quilos no total e pagou R$34.
Quantos quilos de mussarela e quantos de presunto Jodo comprou?

Agora temos duas quantidades desconhecidas:
+ 2 = quilos de mussarela
+ y = quilos de presunto

A informacio “5 quilos no total” da:
r+y=>5
A informacio “pagou R$34” da:
8z + 6y = 34

As duas equacoes precisam valer ao mesmo tempo. Isso é um sistema linear.

O que é um sistema linear

Um sistema linear é um conjunto de duas (ou mais) equagdes que devem ser satisfeitas ao mesmo tempo
pelas mesmas incognitas.

T+y=>5
8z + 6y = 34
2.2 Resolvendo por substituicio

Uma forma de resolver um sistema é o método da substituicio:

1. Escolha uma das equacdes e isole uma das incognitas.
2. Substitua essa expressdo na outra equagio.

3. Resolva a equacgéo do 1° grau que aparece.

4. Volte e encontre a outra incognita.

Vamos aplicar ao problema de Jodo. Da primeira equagéo, isolamos y:
y=5—=zx
Substituimos na segunda equagao:
8z +6(b—xz)=34
Abrindo os parénteses:
8z + 30 — 6z = 34
2z =4
=2
Ey=5—-2=3.
Jodo comprou 2 quilos de mussarela e 3 quilos de presunto.

Conferindo: 24+ 3 =5e8 x 2+ 6 x 3 =16 + 18 = 34. Bateu nas duas.

2.3 Mais um exemplo: variavel ja isolada
y=2zx+1
r+y="7



A primeira equagéo ja da y em funcio de z. Substituimos na segunda:

r+2x+1)=7

3r+1=7
3z =06
r =2

Ey=2x2+1=5.
Conferindo: 2 +5=7e 5 = 2 x 2 + 1. Bateu nas duas.

2.4 Mais um exemplo: precisa isolar primeiro

z+y=10

3z +2y=24
Na primeira equacéo, isolamos y:

y=10—=x

Substituimos na segunda:
3z +2(10 —x) = 24
3x+20—2x =24
rz=4
Ey=10—4=6.
Conferindo: 4+ 6 =10e3 x 44+ 2 x 6 = 12 + 12 = 24. Bateu.

Dica
Sempre confira a resposta nas duas equacdes. Se ndo bater em alguma, algo saiu errado.

2.5 Exercicios da Parte 2
Resolva por substituigio:

1.

{y=w+3

r+y=9
2.

T =2y

z+y=12
3.

r+y="7

2z + 3y =17
4.

2 +y =28

r—y=1

5. Maria comprou macis e bananas no mercado. O quilo da maci custa R$6 e o da banana custa R$4. Ela
levou 4 quilos no total e pagou R$20. Quantos quilos de macé e quantos de banana ela comprou?



6. Em uma turma, ha meninos e meninas. No total sio 30 alunos. O niimero de meninas é o dobro do ntimero
de meninos. Quantos meninos e quantas meninas ha na turma?



Parte 3 — Classificacao de sistemas

3.1 Nem todo sistema tem uma solucio tinica
Até agora, todos os sistemas que resolvemos tinham uma solu¢éo unica. Mas nem sempre é assim. Existem

trés possibilidades.

Caso 1: uma solucgao (SPD)

SPD = sistema possivel e determinado.

z+y=>5
20 —y =1
Somando: 3z = 6, logo z = 2 e y = 3. Uma tnica solugéo.

Caso 2: infinitas solucoes (SPI)
SPI = sistema possivel e indeterminado.

z+y=>5
2¢ 4+ 2y =10

A segunda equacio é o dobro da primeira. Se tentarmos resolver por substituicio (y = 5 — x):
20 4+2(5—z) =10
2z + 10— 22 =10
10 =10

Chegamos em algo verdadeiro, mas que néo ajuda a encontrar . Isso acontece porque a segunda equagio
ndo trouxe informacdo nova — ela apenas repetiu o que a primeira ja dizia.

Qualquer par com = + y = 5 é solucao: (0,5), (1,4), (2,3)...

Caso 3: nenhuma solucio (SI)

SI = sistema impossivel.

T+y=>5
z+y=238

Subtraindo a segunda da primeira:
0=-3

Isso é falso. As duas equacdes se contradizem: x + y ndo pode valer 5 e 8 a0 mesmo tempo.
A intuicao
Cada equacdo é uma informacéo sobre x e y.

« Se as duas informagdes sdo independentes: a resposta fica determinada (SPD).
« Se a segunda informagao repete a primeira: continua sobrando infinitas respostas (SPI).
« Se as duas informagdes se contradizem: néo existe resposta (SI).

3.2 Mais equacdes, mais informacao?
Considere agora um sistema com trés equagdes:

T+y=>5
20 —y =1
3z =6

Parece que temos informacéo de sobra. Mas some a primeira equac¢io com a segunda:



(z+y)+ 2z —y)=5+1
3r =6

A terceira equagio é exatamente a soma das duas primeiras. Ela ndo traz informacio nova — é uma
consequéncia do que ja sabiamos.

O sistema continua sendo SPD (z = 2, y = 3), mas a terceira equacdo é redundante. Dependéncia entre
equacdes nem sempre ¢ tdo dbvia quanto “uma é o dobro da outra.”

3.3 Como reconhecer
Compare os coeficientes das duas equacgdes. Se uma equacio é proporcional a outra (ou seja, da para obter

uma multiplicando a outra por algum numero), os dois casos especiais podem aparecer:

« Se os dois lados da equacdo acompanham a mesma proporgao (incluindo o termo independente), o sistema
é SPL
+ Se os coeficientes de z e y sdo proporcionais, mas o termo independente ndo acompanha, o sistema é SI.

Exemplo:

r+2y==6
2x + 4y = 12

A segunda é 2 X a primeira (coeficientes e termo independente). SPL

r+2y=206
2z + 4y = 10
Os coeficientes de x e y sdo proporcionais (x 2), mas 10 # 2 x 6. SL

3.4 Exercicios da Parte 3
Classifique cada sistema como SPD, SPI ou SI. Se for SPD, resolva.

1.
r+y=4
z+y="7
2.
r+y==6
3x 4+ 3y =18
3.
r+y=>5
r—y=1
4.

2z + 4y = 10
z+2y=>5



Parte 4 — Método da adicao

4.1 A ideia
As vezes, isolar uma variavel ndo é a forma mais pratica. O método da adicio tem outra estratégia: somar (ou

subtrair) as equacdes de modo que uma das incognitas desaparega.

Isso funciona porque, se duas igualdades valem ao mesmo tempo, podemos soméa-las e a nova igualdade
também vale. E a mesma ideia de sempre: fazer a mesma operacéo dos dois lados.

rT+y=>5
r—y=1

Na primeira equagéo aparece +y e na segunda aparece —y. Se somarmos as duas equagdes:

4.2 Exemplo: pronto para somar

(x+y)+(z—y)=5+1

2r =6
z=3
Ey=5—3=2
4.3 Exemplo: subtrair uma da outra
20 +y =11
r+y="7

Nas duas equacgdes aparece +y. Se subtrairmos a segunda da primeira:

2z+y)—(z+y) =11-7

=4
Ey=7—4=23.
Conferindo: 2 x 4 43 =11 e 4 + 3 = 7. Bateu.
4.4 Exemplo: multiplicar para alinhar
2x 4+ 3y = 16
3z +2y =14

Nenhuma incégnita desaparece se somarmos ou subtrairmos direto. Mas podemos preparar o terreno.

Queremos eliminar o z. Multiplicamos a primeira equacéo por 3 e a segunda por 2:

6z + 9y = 48
6x + 4y = 28

Agora o = tem 0 mesmo coeficiente nas duas. Subtraimos a segunda da primeira:

5y = 20
y=4
Voltando a primeira equacéo original:
2r+3 x4=16
2c =4
T=2

Conferindo: 2 x2+3x4=4+12=16e3 x 2+ 2 x 4 = 6 + 8 = 14. Bateu.



Quando usar qual método?

« Se uma variavel ja est4 isolada (ou é facil isolar): substituicao.
« Se os coeficientes ja estdo alinhados para cancelar: adigao.
 Na duavida, qualquer um dos dois funciona. Sdo caminhos diferentes para a mesma resposta.

4.5 Erros comuns
Erro 1: esquecer de encontrar a segunda incognita.

Resolver z = 3 e parar. Falta encontrar y!
Erro 2: erro de sinal ao subtrair equagdes.
Lembre que:
2z+y)—(z+y)=2z+y—z—y==zx

O sinal de menos na frente do parénteses muda o sinal de todos os termos dentro dele — a mesma ideia que
ja apareceu na aula de distributiva.

Erro 3: multiplicar s6 um lado da equacio.

Se multiplicamos uma equacéo por 3, todos os termos dos dois lados devem ser multiplicados por 3.

4.6 Exercicios da Parte 4
Resolva pelo método da adicao:

1.
z+y=238
rT—y=2
2.
2r+y =10
zT+y==6
3.
3z + 2y =19
2z + 3y = 16
4.

3z + 4y = 25
2z + 3y =18



Parte 5 — Problemas em contexto

5.1 Como montar o sistema
Em problemas de vestibular, o enunciado normalmente néo da as equagdes prontas. O trabalho é:

1. Identificar as incognitas (o que o problema quer saber).
2. Traduzir cada informacéo do texto em uma equacéo.

3. Resolver o sistema.

4. Verificar se a resposta faz sentido no contexto.

5.2 Exemplo: idades

A soma das idades de Ana e Bruno é 40 anos. Ana tem 6 anos a mais que Bruno. Qual a idade de cada um?
Incognitas: a = idade de Ana, b = idade de Bruno.
Primeira informacéo: a + b = 40

Segunda informacéo: a = b+ 6

Sistema:
{a +b=40
a=b+6
Substituindo a segunda na primeira:
(b+6)+b=40
2b =34
b=17

Ea=17+4+6 = 23.

Ana tem 23 anos e Bruno tem 17.

5.3 Exemplo: vendas
Uma loja vende camisetas a R$25 e bonés a R$15. Em um dia, vendeu 20 pecas e arrecadou R$400. Quantas

camisetas e quantos bonés foram vendidos?

Incoégnitas: ¢ = camisetas, b = bonés.

c+b=20
25¢ + 15b = 400

Da primeira: b = 20 — c.
25¢ + 15(20 — ¢) = 400
25¢ + 300 — 15¢ = 400
10c = 100
c=10

E b = 10. Foram vendidas 10 camisetas e 10 bonés.

5.4 Exemplo: prova
Em uma prova, cada acerto vale 4 pontos e cada erro desconta 1 ponto. Um aluno respondeu 20 questdes e

obteve 50 pontos. Quantas questdes ele acertou?

Incognitas: a = acertos, e = erros.

a+e=20
4a — e =50



Somando as duas equagdes (o e desaparece):

E e = 6. O aluno acertou 14 e errou 6.

Conferindo: 14 +6 =20e 4 x 14 — 6 = 56 — 6 = 50. Bateu.

5.5 Exercicios da Parte 5
1. A soma de dois nimeros € 30 e a diferenca é 8. Quais sdo os numeros?

2. Um estacionamento cobra R$10 para carros e R$6 para motos. Em um dia, entraram 50 veiculos e o
faturamento foi R$380. Quantos carros e quantas motos entraram?

3. Pedro comprou 2 cadernos e 1 caneta por R$13. Maria comprou 1 caderno e 3 canetas por R$14. Quanto
custa cada caderno e cada caneta?



Revisao geral

Ideias que precisam ficar

+ Uma equagdo com duas incégnitas tem infinitas solucdes possiveis.

« Um sistema linear junta duas equacdes que devem valer ao mesmo tempo.

« Pelo método da substituigio, isolamos uma incognita e substituimos na outra equagéo.

« Pelo método da adicdo, somamos ou subtraimos as equagdes para eliminar uma incégnita.

« SPD: uma solucéo. SPI: infinitas (a segunda equacéo repete a primeira). SI: nenhuma (as equacdes se
contradizem).

+ Sempre confira a resposta nas duas equacdes.

Lista mista
1. Resolva por substituigéo:

y=3x—1
r+y="7
2. Resolva pelo método da adicéo:
2r+y=9
xT—y=
3. Classifique:
a)
2r+y==6
dor + 2y =12
b)
r+y=3
T+y=>5

4. A soma das idades de Carlos e Diana é 50 anos. Carlos tem 10 anos a mais que Diana. Qual a idade de
cada um?

5. Uma padaria vende péo francés a R$1 e pdo de queijo a R$3. Em uma manh4, vendeu 80 pées e arrecadou
R$120. Quantos paes de cada tipo foram vendidos?



Gabarito

Parte 1

Tente agora:
1l.x=7

2. x =

3.x =95

4. =6

5. x=4

6. x =4

Parte 2
l.z=3,y=6
2.z=8y=4

3. r=4y=3

4. z=3,y=2

5. Sistema: { 2;1{:;:20‘ Solu¢do: x = 2 kg de maga e y = 2 kg de banana.
6. Sistema: ;1:2{: 30, Solucdo: m = 10 meninos e f = 20 meninas.
Parte 3

1. SI

2. SPI

3. SPD:z =3,y =2
4. SPI

Parte 4
l.z=5y=3
2.z=4y=2
3.x=058,y=2

4. x=3,y=4
Parte 5

1. Os numeros sdo 19 e 11.
2. 20 carros e 30 motos.

. . J2c+p=13 . .
3. Sistema: {c+3p=14. Caderno: R$5. Caneta: R$3.

Lista mista

l.x=2,y=25.
2.z=4,y=1.
3. « SPI

« SI

4. Carlos tem 30 anos e Diana tem 20 anos.

5. 60 paes franceses e 20 paes de queijo.
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